9. Alte tipuri de arbori

9.1 Arbori oarecare

Definiţie: Un arbore A este o mulţime finită, nevidă, de noduri
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cu următoarele proprietăţi:

1. Există un nod special in , r, numit rădăcina arborelui

2. Celelate noduri din mulţime sunt împărţite în n
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0 submulţimi disjuncte, A1, A2, …, An, fiecare dintre ele fiind un arbore.
După cum se observă, definiţia arborelui este recursivă, însă nu există posibilitatea unei recursivităţi infinite pentru că fiecare arbore are un număr finit de noduri, şi pentru că în cazul cel mai simplu un arbore are n=0 subarbori.
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Fig. 9.1: Exemple de arbori


Rangul unui nod reprezintă numărul de subarbori asociaţi cu acel nod. De exemplu gradul nodului G din fig. 9.1 este 3.

Un nod care are rangul 0 se numeşte frunză.


Fiecare rădăcină ri a subarborilor Ai ai arborelui A, se numeşte copil al lui r, iar r se numeşte părinte al nodurilor ri.


Două rădăcini ri şi rj ale subarborilor distincţi Ai şi Aj ai arborelui A se numesc fraţi.
9.2 Reprezentarea arborilor oarecare ca arbori binari

Deoarece, de obicei numărul copiilor unui nod nu este cunoscut de la început este complicat să definim o structură care să conţină pointeri pentru toţi copii. Însă se observă că orice nod are un prim copil precum şi un număr de fraţi. Astfel putem reprezenta arborii oarecare într-o structură copil-frate ceea ce uşurează munca de programare.
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Fig. 9.2 Reprezentare copil-frate
Implementarea în C++ a unei astfel de structuri, pentru un arbore oarecare este următoarea:

template <class TIP> class CArboreOarecare  

{


TIP info;


CArboreOarecare *fiu,*frate;

public:


CArboreOarecare();


virtual ~CArboreOarecare();

};
Se observă că reprezentarea copil-frate seamănă cu reprezentarea unui arbore binar. Astfel un arbore oarecare poate fi reprezentat ca un arbore binar, pentru fiecare nod din arborele oarecare pointerul spre fratele cel mai apropiat va fi reprezentat de pointerul spre subarborele drept din arborele binar, iar pointerul spre primul fiu va fi reprezentat de pointerul spre subarborele stâng din arborele binar.
O parcurgere în înălţime a arborelui oarecare este echivalentă cu o parcurgere rădăcină-stânga-dreapta în arborele binar.
template <class TIP> void CArboreOarecare<TIP>::ParcurgereInaltime()

{


cout << info << " ";


if (fiu)



fiu->ParcurgereInaltime();


if (frate)



frate->ParcurgereInaltime();

}
Funcţia care efectuază citirea unui arbore oarecare de la tastatură este următoarea:

template <class TIP> void CArboreOarecare<TIP>::CitireArbore()

{


char aux;


cout << "Informatia: ";


cin >> info;



cout << info << " are fii? d-da, n-nu: ";


cin >> aux;


if (aux=='d' || aux == 'D')


{



fiu = new CArboreOarecare();



fiu->CitireArbore();


}


cout << info << " are frati? d-da, n-nu: ";


cin >> aux;


if (aux=='d' || aux == 'D')


{



frate = new CArboreOarecare();



frate->CitireArbore();


}

}

9.3 Arbori de căutare
Un arbore care operaţiile de căutare sunt foarte rapide se numşte arbore de căutare.Arborii de căutare sunt folosiţi pentru a memora o mulţime finită de chei alese dintr-o multime total ordonată de chei. Fiecare nod din arborii de căutare conţine una sau mai multe chei şi toate cheile din arbore sunt unice. Nu se memorează chei duplicate. Diferenţa dintre arborii oarecare şi arborii de căutare este că în arborii de căutare chiele nu sunt memorate  în noduri arbitrare din arbore. În schimb, există un criteriu de ordine care determină unde trebuie memorată o cheie ce se află în relaţie cu alte chei din arbore.

Arborele binar de căutare A este o mulţime de chei care poate fi, fie vidă fie este fie conţine un element numit rădacină şi exact doi arbori binari de căutare As şi Ad, A=
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, astfel încât sunt satisfăcute proprietăţile:
1. Toate cheile din subarborele stâng, As, au valoare mai mică decât r;

2. Toate cheile din subarborele drept, Ad, au valoare mai mare decât r;
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Fig. 9.3.1:Arbore binar de căutare


Un arbore binar de căutare perfect este un arbore binar de căutare A=
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 care are proprietăţile:

1. Dacă înălţimea arborelui este 0 atunci As=( şi Ad=(;
2. Altfel, inălţimea arboreului h>0, ambii subarbori, As şi Ad au inălţimea h-1 şi sunt arbori binari de căutare perfecţi.


[image: image8]
Figura 9.3.2: Arbore binar de căutare perfect.


O căutare nereuşită într-un arbore binar de căutare pefect în cel mai nefericit caz necesită log n iteraţii, unde n, este numărul de noduri din arbore.

9.4 Operaţii pe arbori de căutare

Declaraţia clasei arbore binar de căutare, în C++ include următoarele funcţii:
class ArboreBinarCautare : public ArboreBinar  

{

public:


//Constructori

ArboreBinarCautare(char numeFisier[255]);


ArboreBinarCautare(int Info):ArboreBinar(Info){};


ArboreBinarCautare():ArboreBinar(){};


// functia de cautare a unei chei in arbore

ArboreBinarCautare* CautaInformatie(int valoare);


//functia de inserare a unei chei in arbore

void InserareNod( int info );


//functia de inlaturare a unei chei din arbore

void StergereNod(int info);


//valoarea maxima a chielor din arbore

ArboreBinarCautare* NodMaxim();


//valoarea minima a cheilor din arbore

ArboreBinarCautare* NodMinim();


//salvare in fisier

void ToFile(FILE * pFisier);


void ToFile(char numeFisier[255]);


//destructor

virtual ~ArboreBinarCautare();

protected:


// functie ajutatoare

static ArboreBinarCautare* StergereNod(ArboreBinarCautare* nod, int info);


};
Algoritmul pentru operaţia de căutare într-un arbore binar de căutare este următorul:
1. Se compară cheia căutate cu cheia din radăcină;

2. Dacă sunt egale algoritmul se incheie;

3. Dacă valoarea cheii căutate este mai mică decât valoarea din rădacină atunci se va relua algoritmul pentru subarborele stâng.Dacă nu există subarbore stâng, inseamnă că informţia căutată nu se găseşte in arbore;
4. Altfel, dacă valoarea cheii căutate este mai mare decât valoarea cheii din radacină, se va relua algoritmul pentru subarborele drept. Dacă nu există subarbore drept, inseamnă că informţia căutată nu se găseşte in arbore;

Funcţia de căutare a unei chei într-un arbore binar de căutare este următoarea:
ArboreBinarCautare * ArboreBinarCautare::CautaInformatie(int valoare)

{


if (info == valoare)



return this;


else if (info > valoare)



if (stang)




return ((ArboreBinarCautare*)stang)->CautaInformatie(valoare);



else return NULL;


else


if (drept)




return ((ArboreBinarCautare*)drept)->CautaInformatie(valoare);



else



return NULL;

}

Pentru inserarea unei informaţii într-un arbore binar de căutare se localizează poziţia informaţiei în arbore, se alocă memorie pentru noul nod şi se refac legăturile. Nodurile la inserare vor fi întotdeauna frunze.

Algoritmul presupune compararea informaţiei nodului ce trebuie inserat cu informaţia din rădăcină. Se pot ivi 3 cazuri la comparaţie:

1. informaţia nodului ce trebuie inserat este mai mică decât infomaţia din rădacină, ceea ce îmi spune că inserarea trebuie să se facă în subarborele stâng, dacă acesta există sau nodul de inserat să devina subarborele stâng, dacă nu exista subarbore stâng;

2. informaţia nodului ce trebuie inserat este mai mare decât informaţia din raădăcină, ceea ce îmi spune că inserarea trebuie să se facă în subarborele drept, dacă acesta există sau nodul de inserat va deveni subarbore drept , dacă nu exista subarbore drept;

3. informaţia nodului ce trebuie inserat este egală cu informaţia din rădăcină, caz în care se renunţă la inserare.
Funcţia pentru inserarea unei chei într-un arbore binar de căutare este următoarea:
void ArboreBinarCautare::InserareNod(int info)

{


if (IsEmpty())


{



ArboreBinarCautare::info = info;



return;


}


if (ArboreBinarCautare::info == info )



return; // Conventie: Nu se insereaza informatii duplicate

if (ArboreBinarCautare::info > info)



if (stang)




((ArboreBinarCautare*)stang)->InserareNod(info);



else



stang = new ArboreBinarCautare(info);


else


if (drept)




((ArboreBinarCautare*)drept)->InserareNod(info);



else



drept = new ArboreBinarCautare(info);

}

Algoritmul de eliminare a unui nod dintr-un arbore binar de căutare presupune localizarea nodului în arbore şi în cazul în care această localizare se incheie cu succes, se elimină nodul respectiv din arbore. Apar 4 cazuri după localizarea cu succes a nodului ce trebuie şters din arbore:
1. Nodul nu are nici un descendent caz în care se procedează la eliberarea zonei de memorie pe care o ocupa nodul respectiv;

2. Nodul are descendent stâng, caz în care descendentul stâng al nodului de şters va avea ca părinte, părintele nodului ce va fi şters;

3. Nodul are descendent drept, caz în care descendentul drept al nodului de şters va avea ca părinte, părintele nodului ce va fi şters;
4. Nodul are ambii descendenţi caz în care înformaţia din nodul de şters va fi înlocuită cu cea mai mică informaţie din subarborele drept al nodului de şters, iar nodul cu informaţia respectivă va fi şters. (la fel de corect este inlocuirea informaţiei din nodul de şters cu cea mai mare informaţie din descendentul stâng şi eliminarea nodului ce conţine acea informaţie) .
Funcţia pentru înlăturarea unei informaţii dintr-un arbore binar de căutare este următoarea:

void ArboreBinarCautare::StergereNod(int info)

{


if (IsEmpty())



return;


if (ArboreBinarCautare::info == info)


{



if (!stang && !drept)




ArboreBinarCautare::info = NEINITIALIZAT;



else if (drept)



{




ArboreBinarCautare::info = ((ArboreBinarCautare*)drept)->NodMinim()->GetInfo();




drept = StergereNod((ArboreBinarCautare*)drept, ArboreBinarCautare::info);



}



else


{




ArboreBinarCautare::info = ((ArboreBinarCautare*)stang)->NodMaxim()->GetInfo();




stang = StergereNod((ArboreBinarCautare*)stang, ArboreBinarCautare::info);



}


}


else if (ArboreBinarCautare::info > info)



stang = StergereNod((ArboreBinarCautare*)stang, info);


else


drept = StergereNod((ArboreBinarCautare*)drept, info);

}

ArboreBinarCautare* ArboreBinarCautare::StergereNod(ArboreBinarCautare *nod, int info)

{


if(!nod) return NULL;


if (nod->GetInfo() > info)



nod->stang = StergereNod((ArboreBinarCautare*)nod->stang, info);


else if (nod->GetInfo() < info)



nod->drept = StergereNod((ArboreBinarCautare*)nod->drept, info);


else

{



if (nod->stang && nod->drept)



{




ArboreBinarCautare *nodDeSters = ((ArboreBinarCautare*)nod->drept)->NodMinim();




nod->SetInfo(nodDeSters->GetInfo());




nod->drept = StergereNod((ArboreBinarCautare*)nod->drept, nod->GetInfo());



}



else


{




ArboreBinarCautare *nodDeSters = nod;




if (!nod->stang)





nod = (ArboreBinarCautare*)nod->drept;




else if (!nod->drept)





nod = (ArboreBinarCautare*)nod->stang;




delete nodDeSters;



}


}


return nod;

}

Codul sursă pentru întreaga clasa Arbore Binar de Cautare este următorul:
ArboreBinarCautare::ArboreBinarCautare(char numeFisier[])

{


int val;


info = NEINITIALIZAT;


FILE *pFisier = fopen(numeFisier,"rt");


if (!pFisier) 


{



cout << "Fisierul nu poate fi deschis!";



return;


}


while (fscanf(pFisier,"%d",&val)>0)



InserareNod(val);


fclose(pFisier);

}

ArboreBinarCautare::~ArboreBinarCautare()

{

}

ArboreBinarCautare * ArboreBinarCautare::CautaInformatie(int valoare)

{


if (info == valoare)



return this;


else if (info > valoare)



if (stang)




return ((ArboreBinarCautare*)stang)->CautaInformatie(valoare);



else return NULL;


else


if (drept)




return ((ArboreBinarCautare*)drept)->CautaInformatie(valoare);



else



return NULL;

}

void ArboreBinarCautare::InserareNod(int info)

{


if (IsEmpty())


{



ArboreBinarCautare::info = info;



return;


}


if (ArboreBinarCautare::info == info )



return; // Conventie: Nu se insereaza informatii duplicate

if (ArboreBinarCautare::info > info)



if (stang)




((ArboreBinarCautare*)stang)->InserareNod(info);



else



stang = new ArboreBinarCautare(info);


else


if (drept)




((ArboreBinarCautare*)drept)->InserareNod(info);



else



drept = new
ArboreBinarCautare(info);

}

void ArboreBinarCautare::StergereNod(int info)

{


if (IsEmpty())



return;


if (ArboreBinarCautare::info == info)


{



if (!stang && !drept)




ArboreBinarCautare::info = NEINITIALIZAT;



else if (drept)



{




ArboreBinarCautare::info = ((ArboreBinarCautare*)drept)->NodMinim()->GetInfo();




drept = StergereNod((ArboreBinarCautare*)drept, ArboreBinarCautare::info);



}



else


{




ArboreBinarCautare::info = ((ArboreBinarCautare*)stang)->NodMaxim()->GetInfo();




stang = StergereNod((ArboreBinarCautare*)stang, ArboreBinarCautare::info);



}


}


else if (ArboreBinarCautare::info > info)



stang = StergereNod((ArboreBinarCautare*)stang, info);


else


drept = StergereNod((ArboreBinarCautare*)drept, info);

}

ArboreBinarCautare* ArboreBinarCautare::StergereNod(ArboreBinarCautare *nod, int info)

{


if(!nod) return NULL;


if (nod->GetInfo() > info)



nod->stang = StergereNod((ArboreBinarCautare*)nod->stang, info);


else if (nod->GetInfo() < info)



nod->drept = StergereNod((ArboreBinarCautare*)nod->drept, info);


else

{



if (nod->stang && nod->drept)



{




ArboreBinarCautare *nodDeSters = ((ArboreBinarCautare*)nod->drept)->NodMinim();




nod->SetInfo(nodDeSters->GetInfo());




nod->drept = StergereNod((ArboreBinarCautare*)nod->drept, nod->GetInfo());



}



else


{




ArboreBinarCautare *nodDeSters = nod;




if (!nod->stang)





nod = (ArboreBinarCautare*)nod->drept;




else if (!nod->drept)





nod = (ArboreBinarCautare*)nod->stang;




delete nodDeSters;



}


}


return nod;

}

ArboreBinarCautare* ArboreBinarCautare::NodMinim()

{


if (stang) 



return ((ArboreBinarCautare*)stang)->NodMinim();


else


return this;

}

ArboreBinarCautare* ArboreBinarCautare::NodMaxim()

{


if (drept)



return ((ArboreBinarCautare*)drept)->NodMaxim();


else 



return this;

}

void ArboreBinarCautare::ToFile(char numeFisier[])

{


FILE *pFisier = fopen(numeFisier,"wt");


if (!pFisier)


{



cout << "Fisierul nu poate fi deschis!";



return;


}


ToFile(pFisier);


fclose(pFisier);

}

void ArboreBinarCautare::ToFile(FILE *pFisier)

{


if (IsEmpty())



fprintf(pFisier,"Arbore vid!");


else

{



fprintf(pFisier,"%d ",info);



if (stang)




((ArboreBinarCautare*)stang)->ToFile(pFisier);



if (drept)




((ArboreBinarCautare*)drept)->ToFile(pFisier);


}

}

9.5 Echilibrare arbori de căutare

Arborii binari de căutare sunt perfect echilibraţi dacă pentru fiecare nod din arbore numărul de noduri din subarborele stâng diferă de numărul de noduri din subarborele drept prin cel mult un nod. Deoarece operaţiile de inserare şi ştergere nu permit menţinerea echilibrării perfecte a unui arbore iar restructurarea arborelui după este o procedură foarte complexă de obicei se preferă arbori imperfect echilibraţi care vor fi numiţi arbori echilibraţi. 

[image: image9]
Fig. 9.5.1: Arbore binar perfect echilibrat
Cele mai cunoscute cazuri de arbori binari echilibraţi sunt arborii echilibraţi roşu şi negru şi arborii echilibraţi AVL.
Arborele binar de căutare roşu şi negru este un arbore binar de căutare care are următoarele proprietăţi:
· Fiecare nod din arbore este fie roşu fie negru;

· Fiecare nod vid (NULL) este negru;
· Dacă un nod e roşu atunci ambii copii sunt negri;

· Orice drum de la un nod la frunzele descendenţilor săi conţine număr egal de noduri negre.


[image: image10]
Fig. 9.5.2: Arbore binar echilibrat roşu şi negru

9.6 Arbori de căutare echilibraţi AVL
Arborii binari de căutare echilibraţi AVL sunt arborii binari de căutare care au următoarele proprietăţi:

· Pentru fiecare nod din arbore, înălţimea subarborelui stâng diferă de înălţimea subarborelui drept prin maxim un nod;

· Fiecare subarbore este un arbore binar de căutare AVL.

Numele AVL este dat de numele inventatorilor lui: Andelson, Velskii şi Landis.
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Fig 9.6: Arbore binar echilibrat AVL

Inserarea unui nod într-un arbore AVL se face în două etape. În prima etapă se realizează inserarea nodului ca la o inserare obişnuită într-un arbore binar de căutare, iar apoi, dacă este cazul se echilibrează arborele. 

Echilibrarea dacă este cazul se face printr-o rotaţie. Sunt patru cazuri distincte de rotaţie. Rotaţiile pot fi simple sau duble.


Cele patru rotaţii sunt:

· Rotaţie stânga

· Rotaţie dreapta

· Rotaţie stânga-dreapta

· Rotaţie dreapta-stânga

Orice echilibrare se realizează folosind una din cele patru rotaţii de aceea faţă de funcţiile membre din clasa ArboreBinarCautare vor mai apărea 4 funcţii pentru cele 4 tipuri de rotaţie.
class ArboreAVL : public ArboreBinarCautare  

{

protected:


ArboreAVL RotatieDS();


ArboreAVL RotatieSD();


ArboreAVL RotatieD();


ArboreAVL RotatieS();


void CorectieAVL();

};

Funcţia de inserare nod va fi rescrisă pentru a adăuga şi reechilibrarea arborelui. 
void ArboreAVL::InserareNod(int info)

{


if (IsEmpty())


{



ArboreAVL::info = info;



return;


}


if (ArboreAVL::info == info )



return; // Conventie: Nu se insereaza informatii duplicate


if (ArboreAVL::info > info)



if (stang)



{




Stang()->InserareNod(info);



// Dupa inserare se verifica daca a fost dezechilibrat arborele




if (Stang()->GetInaltime() - Drept()->GetInaltime() == 2)





if (Stang()->GetInfo() > info)






*this = RotatieD();





else






*this = RotatieSD();



}



else




stang = new ArboreBinarCautare(info);


else



if (drept)



{




Drept()->InserareNod(info);



// Dupa inserare se verifica daca a fost dezechilibrat arborele




if (Drept()->GetInaltime() - Stang()->GetInaltime() == 2)





if (Drept()->GetInfo() < info)






*this = RotatieS();





else






*this = RotatieDS();



}



else




drept = new
ArboreBinarCautare(info);

}
Funcţiile pentru ce 4 tipuri de rotaţie sunt:
Rotaţie stânga:

ArboreAVL ArboreAVL::RotatieS()

{


ArboreAVL *temp = Drept();


drept = Drept()->Stang();


temp->stang = this;


return *temp;

}

Rotaţie dreapta:
ArboreAVL ArboreAVL::RotatieD()

{


ArboreAVL *temp = Stang();


stang = Stang()->Drept();


temp->drept = this;


return *temp;

}

Rotaţie stânga-dreapta:
ArboreAVL ArboreAVL::RotatieSD()

{


*stang = Stang()->RotatieS();


*this = RotatieD();


return *this;

}

Rotaţie dreapta-stânga:
ArboreAVL ArboreAVL::RotatieDS()

{


*drept = Drept()->RotatieD();


*this = RotatieS();


return *this;

}
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